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LA RÉSOLVANTE DE LAGRANGE ET SES APPLICATIONS
ANNICK VALIBOUZE
Résumé
Dans et artile, les hangements de représentations d'un groupe sont utilisés pour
dérire son ation en tant que groupe de Galois d'un polynme sur les raines
des fateurs simples d'une quelonque de ses résolvantes de Lagrange. Ainsi est
déterminé le groupe de Galois de la résolvante mais aussi elui de haun de ses
fateurs. Nous exposons ensuite diérentes appliations. En partiulier, par e
biais, sont retrouvés des résultats lassiques de la théorie de Galois onstrutive.
Abstrat
This paper desribes the ation of the Galois group of a univariate polynomial on
the fators of any of its resolvents.
Introdution
En introduisant la résolvante J.L. Lagrange (voir [13℄) unia les résultats obtenus
par ses prédéesseur pour résoudre les équations jusqu'au quatrième degré. Ave
ses résolvantes, prélude aux élèbres sommes de Gauss, il introduisit les groupes de
permutations dans la résolution des équations algébriques. L'idée de J.L. Lagrange
est de faire agir un sous-groupe L du groupe symétrique sur un polynme r de
plusieurs variables et d'observer e qui se passe quand es variables se spéialisent
en les solutions de l'équation. Plus tard, E. Galois identia le groupe de l'équation
omme elui éhangeant les raines du polynme minimal d'un élément primitif
du orps des solutions de l'équation ; il t agir e groupe sur les spéialisations ;
ette façon d'étudier le groupe de l'équation, appelé aujourd'hui Groupe de Galois,
restreint le hamps d'investigations lorsqu'il s'agit de le déterminer. En eet, si une
permutation n'appartient pas au groupe de Galois, l'ation n'est pas dénie (voir
Paragraphe 2) et, a priori, seule l'identité appartient de façon ertaine au groupe de
Galois. Par la suite, les travaux d'E. Artin permirent d'énoner la orrespondane
galoisienne. Si e point de vue apporte une vision théorique frutueuse et utile,
il reste diile de mener des aluls dans le orps des raines ave un groupe de
k-automorphismes non identiés a priori.
Pour la détermination du groupe de Galois d'un polynme et de son orps des
raines, le point de vue de J.L. Lagrange est le plus frutueux. Le polynme r sur
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lequel agissent les permutations de L est un invariant (préisément un invariant
L-primitif) d'un sous-groupe H de L. Par onséquent, il est possible de s'aranhir
du polynme r pour ne réaliser que des pré-aluls groupistiques.
Dans et artile, ette démarhe groupistique est poussée jusqu'au point de pré-
déterminer les groupes de Galois des résolvantes (et don de leurs fateurs) d'un
polynme d'une variable par de simples hangements de représentations du groupe
de Galois de e polynme. Il aboutit aux matries de groupes (déterminées dif-
féremment dans [18℄).
Ce travail s'insrit dans la suite des travaux d'E.H. Berwik (voir [4℄), de Foulkes
(voir [9℄) et de eux, plus réents, de J. M Kay et G. Butler (voir [5℄) et de
bien d'autres. Il reprend et omplète l'artile [1℄ aboutissant aux matries dites de
partitions (détermination des degrés des fateurs des résolvantes).
Cet artile dérit lairement la omposante résolvante de la théorie de Galois on-
strutive. Seule la dénition lassique de la résolvante est onsidérée ar ne sont
abordés ni son aspet alulatoire ni elui de la détermination du groupe de Galois
obtenue simultanément au alul du orps de déomposition du polynme (voir [7℄,
[19℄ et [20℄). Via le livre de N. Thebotarev (voir [17℄), le leteur pourra pousser
plus avant l'étude de la théorie de Galois onstrutive du point de vue des idéaux
poursuivant ainsi elui de J.L. Lagrange.
An que et artile soit abordable par les non spéialistes, les trois premiers para-
graphes sont dévolus à une introdution rapide à la théorie de Galois uniant dif-
férentes approhes : idéal des relations, groupe de Galois en tant que groupe de
permutations et en tant que groupe des k-automorphismes du orps des raines, or-
respondane galoisienne. Certaines nouvelles démonstrations de théorèmes onnus
y sont proposées. Les matries de groupes sont dénies au quatrième paragraphe.
Les paragraphes 5 à 9 sont onsarés à la résolvante, son groupe de Galois, les
groupes de Galois de ses fateurs, le orps de ses raines. Le dixième paragraphe il-
lustre les résultats ave des résolvantes onnues. Le dernier paragraphe est onsaré
aux appliations.
Données et notations préliminaires
Nous xons n variables x1, x2, . . . , xn algébriquement indépendantes. Soit α1, . . . , αn
une numérotation des n raines d'un polynme f de degré n à oeients dans un
orps parfait k. Posons α = (α1, . . . , αn).
Le orps des raines du polynme f est noté k(α). Ce orps est la plus petite
extension algébrique de k dans lequel le polynme f se fatorise entièrement en
fateurs linéaires ; e qui fait qu'il s'appelle aussi orps de déomposition de f .
Le groupe des permutations d'un ensemble E est noté SE et si E est l'ensemble
{1, 2, . . . , n} alors SE est le groupe symétrique de degré n, noté aussi Sn. Ce groupe
agit naturellement sur les polynmes de k[x1, . . . , xn] par permutations des indies
des variables : σ.p = p(xσ(1), . . . , xσ(n)) pour p ∈ k[x1, . . . , xn] et σ ∈ Sn.
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1. Idéal des relations, groupe de Galois et orps des raines
L'idéal M des α-relations (sur k) est déni par :
M = {r ∈ k[x1, . . . , xn] | r(α) = 0}
et onsidérons l'anneau quotient :
Kα = k[x1, . . . , xn]/M .
Nous onstatons que M est déni en observant l'évaluation d'un polynme r en les
raines du polynme f . C'est don le point de vue de J.L. Lagrange qui s'applique.
Le groupe de Galois G de α sur k se dénit omme le sous-groupe du groupe
symétrique Sn stabilisant globalement l'idéal M :
G = {σ ∈ Sn | σ.M = M} .
où σ.M est l'ensemble des permutés σ.r où r parourt M.
Remarque 1. Ii, nous touhons le point lef qui donne la préférene au point de
vue de J.L. Lagrange. Sans erreurs et sans onnaître G a priori, il est possible de
faire agir toute permutation du groupe symétrique Sn ar il s'agit de polynmes
génériques sur lesquels l'ation est dénie. En eet, nommons α1 = 1, α2 = j et
α3 = j
2
les raines du polynme x3 − 1 et hoisissons la permutation σ = (1, 2).
Nous avons l' α-relation x22 − x3 inexistante pour un polynme générique. A quoi
orrespondrait σ.(α22) ?, à α
2
1 = 1 ou bien à σ.α3 = α3 ? L'ation n'est don pas
dénie si σ n'appartient pas à G qui est préisément le plus grand sous-ensemble
de Sn pour lequel l'ation ait un sens.
Par le k-morphisme d'évaluation de l'anneau k[x1, . . . , xn] dans le orps k(α) qui à
xi assoie αi, de noyau M, l'anneau quotient Kα est isomorphe au orps k(α).
La dimension dimk(k(α)) du orps k(α) en tant que k-espae vetoriel, appelée aussi
degré de l'extension k(α)/k, satisfait l'identité :
dimk(k(α)) = Card(G) .(1)
En eet, le k-isomorphisme entre les orps Kα et k(α) induit l'égalité :
dimk(k(α)) = dimk(Kα) .
Or la dimension dimk(Kα) est identique au ardinal de la variété V de M puisque
et idéal est radial (il est maximal puisque k(α) est un orps). La variété V est
l'ensemble des (ασ(1), . . . , ασ(n)) où σ parourt G (voir [19℄). Comme les raines de
f sont distintes deux-à-deux, le ardinal de V est identique à elui du groupe de
Galois G.
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2. Groupe de Galois et groupe des k-automorphismes
Soit E une k-algèbre. Un k-endomorphisme de E (en tant que k-algèbre) est
une appliation φ de E dans E telle que si e1, e2 ∈ E et λ ∈ k alors φ(λ) = λ,
φ(e1e2) = φ(e1)φ(e2) et φ(e1 + e2) = φ(e1) + φ(e2). Si φ est surjetif alors φ est
un k-automorphisme. L'ensemble de k-automorphismes de E est le groupe noté
Autk(E).
Chaque k-endomorphisme de k(α) laissant invariants les oeients de f , il est
induit par une permutation de ses raines. Don tout k-endomorphisme de k(α) est
un k-automorphisme et nous pouvons dénir une représentation, dite assoiée à α,
du groupe Autk(k(α)) dans Sn :
Autk(k(α)) −→ Sn
φ 7→ σφ : ασφ(i) = φ(αi) .
Notons F le k-isomorphisme du orps Kα dans le orps k(α) qui à p assoie p(α).
Lemme 2. Soit σ ∈ G. Soit le k-endomorphisme de permutations Gσ de Kα qui à
p assoie σ.p. Alors Gσ est un k-automorphisme. Par onséquent, l'appliation
φσ = FGσF
−1
est un k-automorphisme de k(α1, . . . , αn) satisfaisant
φσ(i) = ασ(i)
pour tout i ∈ [[1, n]].
Démonstration. Car, par dénition, la ondition σ ∈ G est équivalente à σ.M =
M. 
Lemme 3. Le groupe G est la représentation de Autk(k(α1, . . . , αn)) dans Sn asso-
iée à α et l'image réiproque de σ ∈ G par ette représentation est le k-automorphisme
φσ.
Soient p ∈ k(α) et P = F−1(p) appartenant à Kα. Alors pour tout σ ∈ G :
φσ(p) = (σ.P )(α1, . . . , αn) .
Démonstration. Soient φ ∈ Autk(k(α1, . . . , αn)) et R ∈ k[x1, . . . , xn] tel que r =
R(α1, . . . , αn) = 0. Posons σ = σφ. Nous avons
(σ.R)(α1, . . . , αn) = R(ασ(1), . . . , ασ(n)) = R(φ(α1), . . . , φ(αn)) = φ(r) = 0
ar φ est un k-automorphisme. Don σ ∈ G. 
Notation 4. D'après les deux lemmes préédents et ayant xé la numérotation des
raines de f , pour tout β ∈ k(α1, . . . , αn) et tout σ ∈ G, nous pouvons poser :
βσ = φσ(β) .
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Remarque 5. En appliquant la notation 4, G est le plus grand sous-groupe de Sn
assurant que pour tout σ ∈ G et γ ∈ k(α) si γ = 0 alors γσ = 0. La notation 4 n'a
de sens que pour σ ∈ G. En revanhe, pour P ∈ k[x1, . . . , xn] et σ ∈ Sn, la notation
(σ.P )(α) en a un (voir Remarque 1).
Convention 6. Lorsque nous voudrons désigner une représentation symétrique
quelonque de Autk(k(α1, . . . , αn)) dans Sn, nous l'appellerons groupe de Galois
de f sur k et nous la noterons Galk(f).
Note Le groupe Autk(k(α)) est aussi ommunément appelé le groupe de Galois de
l'extension k(α)/k. Par abus de langage, le groupe G (et don aussi Galk(f)) est
souvent appelé le groupe de Galois de ette extension.
3. La orrespondane galoisienne
Le polynme minimal sur k de tout β appartenant à k(α1, . . . , αn) est donné par :
Minβ,k =
∏
γ∈{βg | g∈G}
(x− γ)(2)
Cette identité est démontrable par de l'algèbre linéaire sur le k-espae vetoriel Kα
(voir [19℄).
D'après le théorème de l'élément primitif de J.L. Lagrange (voir Note 31), il existe
v ∈ k(α) tel que
k(α) = k(v) .
Cet élément s'exprime sous la forme
v = V (α1, α2, . . . , αn)
où V ∈ k[x1, . . . , xn]. Le degré du polynme minimal de v sur k est d, l'ordre du
groupe de Galois G (puisque, d'après l'identité (1), 'est le degré de l'extension
k(α)/k).
Note 7. L'idéalM est alulable à partir de l'idéal J des relations symétriques (voir
[2℄) :
M = J + 〈Minv,k(V )〉 .
Mais ela néessiterait d'abord d'obtenir Minv,k par le alul et la fatorisation du
polynme
RV =
∏
σ∈Sn
(x− (σ.V )(α))
de degré n! et d'ensuite de aluler l'ensemble triangulaire engendrant M. Ce
dernier alul peut s'avérer très omplexe si l'ordre du groupe de Galois est élevé.
Le leteur pourra onsulter les artiles [7℄, [14℄, [19℄ et [20℄ présentant des méthodes
plus eaes pour le alul de M.
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Note L'historique résolvante dite de Galois est le polynme
Minv,k =
∏
g∈G
(x− vg)
ou bien tout autre fateur sur k[x] du polynme RV ('est selon selon les auteurs).
E. Galois dénit le groupe de l'équation omme elui éhangeant les raines de
Minv,k. L'approhe proposée ii est de le dénir omme le groupe stabilisant l'idéal
des relations et d'aboutir ensuite à la formule (2). Le théorème qui suit est onnu
sous le nom de Théorème de Galois.
Théorème 8. ([10℄) Soit β ∈ k(α). Pour que β appartienne à k il faut et il sut
que βg = β pour tout g ∈ G.
Démonstration. Soit P ∈ k[x] de degré au plus d−1 tel que β = P (v). Le polynme
W (x) = P (x)− β
de degré stritement inférieur à d appartient à k(α)[x]. De plus, pour haque g ∈ G,
l'identité βg = β est équivalente à W (vg) = 0 (voir Notation 4).
Si βg = β pour tout g ∈ G alors les d raines distintes du polynme minimal de v
sur k sont aussi raines de W de degré d− 1. Le polynme W est don nul et par
suite β = P (0) ∈ k. Inversement, si β ∈ k alors W (V ) = P (V ) − β appartient à
l'idéal des relations M ar V (α) = v. Don, par dénition de G, W (vg) = 0 pour
tout g ∈ G. Ce qui termine la démonstration. 
Note La dernière partie de ette démonstration est un bon reet de la diérene
entre l'approhe lagrangienne que nous adoptons et l'approhe galoisienne. Comme
E. Galois, introduisons le groupe G éhangeant les raines du polynmeMinv,k. Pour
montrer que W (vg) = 0 pour tout g ∈ G, il y a deux solutions. La première onsiste
à remarquer que W possède une raine en ommun ave Minv,k et de déduire de
l'irrédutibilité de e dernier que W possède toutes ses raines vσ, σ ∈ G ; e qui
néessite la démonstration d'un lemme préalable. La seonde est de herher à faire
agir G sur P (v) − β = 0. C'est e que font de nombreux auteurs ave beauoup
de ontorsions, voir ave des erreurs ; ette deuxième solution fontionne pare que
G = G (voir Remarque 5).
Une extension de k est dite galoisienne si elle est le orps des raines d'un polynme
de k[x].
Notation 9. Soit H un sous-groupe du groupe de Galois G. La notation k(α)H
désigne le sous-orps de k(α) formé de ses éléments β tels que βσ ∈ k(α)H pour
tout σ ∈ H ( i.e. invariants par toute permutation de H).
Le théorème 8 s'exprime sous la forme :
k = k(α)G .
L'identité k(α) = k(α)In, où In est le sous-groupe identité de Sn, onduit à s'interroger
sur le lien existant entre les sous-groupes de G et les orps intermédiaires entre k
et k(α). C'est la orrespondane galoisienne qui y répond. Elle s'exprime en les
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points suivants :
1. Si K est un orps intermédiaire entre k et k(α) alors il existe un sous-groupe de
G tel que K = k(α)H .
2. Si H est un sous-groupe de G alors il existe un sous-orps K de k(α) tel que
K = k(α)H .
3. Dans haun de es as, d'après le Lemme d'Artin, l'extension k(α) de K est
galoisienne et le groupe H est le groupe de Galois de α sur K ; l'extension k(α)
de K est don de degré l'ordre du groupe H et l'extension K de k est de degré
l'indie de H dans G ; si, de plus, H est un sous-groupe distingué de G alors
l'extension K/k est galoisienne et le groupe quotient G/H est isomorphe au groupe
des k-automorphismes de K.
Proposition 10. Soient H1 ⊂ H2 deux sous-groupes de G et β ∈ k(α). L'égalité
StabH2(β) = H1
est satisfaite si et seulement si β est un élément primitif du orps k(α)H1 sur le
orps k(α)H2 et dans e as
Minβ,k =
∏
σ∈H2/H1
(x− βσ) .
Démonstration. Comme l'impliquent les deux assertions de la proposition, nous
avons β ∈ k(α)H1. Le polynme minimal de β sur k(α)H2 est de degré au plus d,
l'indie de H1 dans H2 (i.e. le degré de l'extension). H2 étant le groupe de Galois
de f sur k(α)H2 , les raines de e polynme sont les βσ où σ parourt H2.
Si StabH2(β) = H1, il existe exatement d raines distintes : elles obtenues en
parourant H2/H1. Le polynme minimal de β étant de même degré que l'extension
onsidérée, β est un élément primitif de ette extension. Inversement s'il existait σ ∈
H2\H1 tel que β
σ = β alors le polynme minimal de β serait de degré stritement
inférieur à d ; e qui ontredirait la primitivité de β. 
4. Matries des groupes et des partitions
Soit L un sous-groupe de Sn et G et H deux sous-groupes de L. Nous notons e
l'indie de H dans L. Nous faisons agir G à gauhe sur L/H , les lasses à gauhe de
LmoduloH . Nous dénissons ainsi une représentation (naturelle) par permutations
de G dans le groupe SL/H :
Ψ : G −→ SL/H
g 7→ σg
telle que, pour C,C ′ ∈ L/H, σg.C = C
′
si gC = C ′. Par O, nous désignons
l'ensemble des orbites pour ette représentation.
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Note 11. Soient g, g′ ∈ G. L'identité Ψ(g) = Ψ(g′) est satisfaite si et seulement si
g′ ∈ gJ où
J =
⋂
σ∈L
Hσ
est un sous-groupe normal de L. Le groupe G est m-isomorphe au groupe Ψ(G) où
m est l'ordre du groupe N = J ∩ G. Le groupe G/N est simplement isomorphe à
Ψ(G). Si H 6∈ {Sn, An, V4, D4} alors N est le groupe identité.
Notation 12. La notation
PL(G,H) ,
ou plus simplement P (G,H), désignera la partition 1m1 , 2m2 , ..., eme où, pour i ∈
[[1, e]], l'entier mi est le nombre d'orbites de ardinal i (nous retirons les i
0
de
P (G,H) et posons i = i1) par ation de Ψ(G) sur L/H . Nous avons e = m1 +
2m2 + · · · + eme, le poids de la partition, et nous posons m = m1 + · · · + me sa
longueur qui est le nombre d'orbites (i.e. le ardinal de O).
Exemples 13. Ces exemples seront poursuivis pour illustrer les résultats essentiels.
1. Pour L = S4, G = D4 = 〈(1, 2, 3, 4), (1, 3)〉, un groupe diédral dans S4 et
H = A4, le groupe alterné, nous avons
S4/A4 = {A4, (3, 4)A4} ,O = {{A4, (3, 4)A4}} et PS4(D4, A4) = 2 .
2. Pour L = S4, G = D4 et H = S2 × S2, nous avons PS4(D4, H) = 2, 4 ave
O = {{(2, 3)H, (1, 2, 4, 3)H}, {H, (1, 2, 3)H, (1, 3)(2, 4)H, (2, 4, 3)H}} .
3. Pour L = M5 = 〈(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2, 4, 3)〉, le groupe méta-ylique de degré 5,
G = C5 = 〈(1, 2, 3, 4, 5)〉 et H = D5 = 〈(1, 2, 3, 4, 5), (2, 5)(3, 4)〉, nous avons
O = {{D5}, {(2, 3, 5, 4)D5}} et PM5(C5, D5) = 1
2 .
De même, soient H1 = Id5, H2 = 〈(2, 5)(3, 4)〉, H3 = 〈(2, 5)(3, 4), (2, 3, 5, 4)〉, H4 =
C5, H5 = D5 et H6 = M5 des représentants des six lasses de onjugaisons dans
M5. La matrie P = (P (Hi, Hj))1≤i,j≤6 est la suivante :
P =


120 110 15 14 12 1
210 12, 24 1, 22 22 12 1
45 2, 42 1, 4 4 2 1
54 52 5 14 2 1
102 52 5 22 12 1
20 10 5 4 2 1


.
Les partitions d'une même olonne j ont omme poids l'indie de Hj dans le groupe
M5. Nous verrons plus loin que ette matrie ne dépend pas des représentants
hoisis pour haque lasse de onjugaison.
La représentation Ψ de G dans SL/H est équivalente à une représentation symétrique
Ψsym de G dans Se induite par un ordre sur les e lasses de L/H :
Ψsym : G −→ SL/H −→ Se
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Convention 14. An de simplier la présentation, nous hoisissons d'ordonner les
lasses de L/H de telle manière que les lasses d'une même orbite soient onséutives
et que les lasses d'une orbites de ardinal c soient ordonnées avant elles des orbites
de ardinal supérieur à c (e n'est pas un ordre total).
Le produit diret de groupes symétriques Sm11 × S
m2
2 × · · · × S
me
e est usuellement
noté S1m1 ,2m2 ,...,eme . Ave la onvention que nous avons hoisie, la représentation
symétrique Ψsym(G) de G dans Se est un sous-groupe de SP (G,H).
Notation-Dénition 15. Soit j ∈ [[1, m]]. Notons pj le ardinal de la j-ième orbite
O. Le groupe noté
Ψ(G)j
est une représentation symétrique transitive de G dans Spj induite par une représen-
tation de G par ation à gauhe sur l'orbite O. La notation
GrL(G,H) ,
ou plus simplement Gr(G,H), désignera la suite Ψ(G)1, . . . ,Ψ(G)m.
Remarque 16. Pour j ∈ [[1, m]],
Ψ(G)j
est aussi le sous-groupe de Spj obtenu par l'ation du groupe de permutations
Ψsym(G) sur l'ensemble des pj entiers {p1 + · · · + pj−1 + 1, . . . , p1 + p2 + · · ·+ pj}
(en posant p0 = 0).
Reprenons nos exemples, en hoisissant haque fois un ordre sur les orbites.
Exemples 17.
1. (suite). Nous avons GrS4(D4, A4) = S2 ar PS4(D4, A4) = 2.
2. (suite). Nous avons PS4(D4, S2 × S2) = 2, 4. L'ation de D4 sur l'orbite de
ardinal 4 montre que GrS4(D4, S2 × S2) = S2, D4.
3. (suite) Nous avons GrM5(C5, D5) = S1, S1 = S
2
1 ar PM5(C5, D5) = 1
2
.
Note La démonstration de la proposition suivant adapte elle de la proposition 10
de [1℄ portant sur la partition PL(G,H).
Proposition 18. La suite GrL(G,H) ne dépend que des lasses de onjugaison de
G et H dans L.
Démonstration. Posons Gτ = τGτ−1 et Hτ = τHτ−1, τ ∈ L. Nous avons la
bijetion naturelle :
h : L/H −→ L/Hτ
C 7→ Cτ−1
.
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Soit Ψ′ la représentation de G dans SL/Hτ . La suite GrL(G,H) ne dépend que de la
lasse de onjugaison de H dans L ar les représentations Ψ et Ψ′ sont équivalentes.
En eet, pour tout C ∈ L/H , g ∈ G, en posant C ′ = gC = Ψ(g).C, nous avons
h−1oΨ′(g)oh(C) = h−1oΨ′(g)(Cτ−1) = h−1(gCτ−1) = h−1(C ′τ−1) = C ′ = Ψ(g).C .
Montrons l'indépendane du hoix de G dans sa lasse d'équivalene. Soit Iτ
l'automorphisme de onjugaison de L dans L qui à σ assoie στ . L'ensemble L/Hτ
est formé des lasses à gauhe Iτ (σH) = Iτ (σ)Iτ (H) où σH parourt L/H (i.e.
Iτ induit une bijetion de L/H sur L/H
τ
). De même, pour g ∈ G et C ∈ L/H ,
nous avons Iτ (gC) = Iτ (g)Iτ (C). Don, en ordonnant orretement les lasses à
gauhe, l'ation de G sur L/H est identique à elle de Gτ sur L/Hτ . Plus préisé-
ment, en notant Θ la représentation de G dans L/Hτ , nous avons Θ = IτΨI
−1
τ .
D'où Gr(G,H) = Gr(Gτ , Hτ) = Gr(Gτ , H), d'après la première partie de ette
démonstration. Don l'indépendane du hoix de G est démontrée. 
Soient H1, . . . , Hr des représentants des lasses de onjugaisons de L. Les matries
P = (PL(Hi, Hj))1≤i,j≤r et G = (GrL(Hi, Hj))1≤i,j≤r
sont respetivement appelées la matrie des partitions relative à L et la matrie des
groupes relative à L.
Proposition 19.
1. La partition PL(G,H) est de la forme 1
m . . . ave m ≥ 1 si et seulement si G
est un sous-groupe d'un onjugué de H dans L ;
2. PL(G, In) = Card(H)
c
où c est l'indie de G dans L ;
3. PL(G,H) = [L : H ] ssi L = GH (par ex., G = L) ;
4. PL(In, H) = 1
e
.
Démonstration. 1. Si G est un sous-groupe d'un onjugué H ′ de H dans L alors
Ψ(G).H ′ = {H ′}. D'où PL(G,H) = PL(G,H
′) = 1m . . . ave m ≥ 1. Inversement,
supposons qu'il existe C = τH une lasse de L/H telle que Ψ(G).C = {C} (i.e.
P (G,H) possède au moins une part égale à 1) ; pour tout σ ∈ G, nous avons
στH = τH ; e qui est équivalent à σ ∈ τHτ−1.
2. Le groupe In est d'indie e = Card(L) dans L. Pour toute lasse C = τIn = {τ}
de L/In, le ardinal de l'orbite Ψ(G).C est don identique à elui de G. Comme la
partition P (G, In) est de poids e, le résultat est démontré.
3. C'est lorsqu'il n'y a qu'une seule orbite.
4. Car Ψ(In).C = C pour toute lasse C de L/H . 
Proposition 20. ([1℄) Les lignes de la matrie des partitions (et don aussi des
groupes) sont distintes deux à deux.
Démonstration. Montrons que les lignes qui orrespondent à G et H sont distintes
si es deux groupes ne sont pas L-onjugués. Nous ferons référene aux assertions 1.
et 2. de la proposition 19. Si G n'est pas un sous-groupe d'un onjugué de H alors
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P (G,H) 6= P (H,H), d'après 1.. Si G est un sous-groupe propre d'un onjugué de
H alors, d'après 2., P (G, In) 6= P (H, In). Si les lignes orrespondant à G et H sont
identiques alors P (G,H) = P (H,H) et P (G, In) = P (H, In) et, par onséquent, G
est un onjugué de H dans L. 
Exemple 21. Pour L = M5 et en reprenant les notations de l'exemple 13, nous
obtenons :
G =


S201 S
10
1 S
5
1 S
4
1 S
2
1 S1
S102 S
2
1 , S
4
2 S1, S
2
2 S
2
2 S
2
1 S1
H53 S2,H
2
3 S1,H3 H3 S2 S1
H44 H
2
4 H4 S
4
1 S
2
1 S1
H25 H
2
5 H5 S
2
2 S
2
1 S1
H
(20)
6 H
(10)
6 H6 H3 S2 S1


où
- H3 est le sous-groupe ylique de S4 engendré par (1, 4)(2, 3) et (1, 2, 4, 3) ; on a
S1 ×H3 = H3,
- H5 = 〈(1, 2, 4, 7, 10)(3, 6, 9, 8, 5), (1, 3)(2, 5)(4, 8)(6, 10)(7, 9)〉 est la représentation
régulière symétrique de H5 (dans S10),
- H
(10)
6 = 〈(1, 2, 4, 7, 10)(3, 6, 5, 9, 8), (1, 3, 7, 6)(2, 5, 4, 8)(9, 10)〉 est une représenta-
tion symétrique de H6 dans S10,
- H
(20)
6 = 〈(1, 2, 4, 7, 10)(3, 6, 9, 8, 5), (1, 3)(2, 5)(4, 8)(6, 10)(7, 9)〉 est la représenta-
tion symétrique régulière de H6 dans S20.
Note Tandis qu'E.H Berwik et H.O. Foulkes onstruisent des sous-matries de P
pour L = Sn (n = 5, 6 et 7), G et H parourant les sous-groupes transitifs de Sn,
G. Butler et J. MKay prennent pour L les groupes symétriques jusqu'au degré 11,
pour G les sous-groupes transitifs de Sn et pour H des groupes de la forme U ×Sm
où U est ou bien le groupe identité ou bien le groupe symétrique de degré n −m.
Dans e qui est proposé ii, tous les groupes sont onsidérés et nous ne alulons
pas seulement P mais aussi G. Néanmoins, tous es travaux s'insrivent dans la
même démarhe.
5. Résolvante Générique
Pour P ∈ k[x1, . . . , xn], l'orbite de P sous l'ation de L est l'ensemble L.P suivant :
L.P = {σ.P | σ ∈ L} .
La résolvante L-relative générique par P est le polynme :
R(x, x) =
∏
Q∈L.P
(x−Q) .
Supposons que H soit le sous-groupe de L stabilisant P dans L :
H = {σ ∈ L | σ.P = P} (i.e. StabL(P ) = H) .
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Le polynme P est alors appelé un H-invariant L-primitif. La proposition 26
justiera ette terminologie.
La proposition suivante est onsidérée omme lassique.
Proposition 22.
1. L'orbite L.P est onstituée des e polynmes distints σ.P où σ parourt L/H.
2. Pour tout σ ∈ L, le polynme σ.P est un Hσ-invariant L-primitif.
Démonstration. Soient τ, σ ∈ L.
1. Nous avons τ.P = σ.P si et seulement si σ−1τ.P = P ; e qui est équivalent à
τ ∈ σH .
2. De la même manière, nous avons τ.(σ.P ) = σ.P si et seulement si τ ∈ σHσ−1. 
L'appliation
h1 : L/H −→ L.P
σH 7→ σ.P
est une bijetion entre L/H et l'ensemble des raines de R. La représentation
naturelle Ψ1 de G dans SL.P est équivalente à sa représentation Ψ dans SL/H :
Ψ = h−11 Ψ1h1 .
En eet, pour tout τ ∈ G et C = σH ∈ L/H si τC = C ′ = σ′H alors τ.(σ.P ) =
σ′.P .
Convention 23. Nous ordonnons l'orbite L.P de telle sorte que le i-ième élément
noté Pi soit l'image par h1 de la i-ième orbite Ci de L/H .
La représentation symétrique de G dans Se induite par Ψ1 est identique à sa
représentation Ψsym induite par Ψ (voir Paragraphe 4) :
Ψsym : G −→ Se
τ 7→ σ : σ(i) = j si τCi = Cj ( i.e. τ.Pi = Pj) .
D'après la proposition 22, nous pouvons dénir l'orbite (L/H).P et nous avons :
R =
∏
σ∈L/H
(x− σ.P ) =
∏
Q∈(L/H).P
(x−Q) .
Remarque 24. Soit G est un sous-groupe de L. Par la théorie de Galois lassique,
nous onstatons que l'ation à gauhe de G sur les lasses de L/H fournit les degrés
et groupes de Galois des fateurs de R sur le orps K(x1, . . . , xn)
G
. Il s'agit don
des listes PL(G,H) et GrL(G,H).
Exemples 25.
1. (suite) Le Vandermond P =
∏
1≤i<j≤4(xi − xj) est un A4-invariant S4-primitif.
Comme (3, 4).P = −P , nous avons
R = x2 − P 2 = x2 −
∏
1≤i≤j≤4
(xi − xj) = x
2 −∆
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où ∆ est le disriminant du polynme (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4).
2. (suite) Les polynmes P = x1 + x2 et Q = x1x2 sont des S22-invariants S4-
primitifs. En se basant sur l'orbite O, il vient
(S4/S22).P = {x1 + x3, x2 + x4, x1 + x2, x2 + x3, x3 + x4, x1 + x4} .
3. (suite) Le polynme P = x4x5 + x3x4 + x2x3 + x1x5 + x1x2 est un D5-invariant
M5-primitif et
R = (x−P )(x− (2, 3, 5, 4).P ) = (x−P )(x− (x2x4+x5x2+x3x5+x1x4+x1x3)) .
Étudions la résolvante R omme un polynme de k(x1, . . . , xn)[x]. Notons K le
orps
k(x1, . . . , xn)
Sn = k(σ1, . . . , σn),
où
σ1 =
∑
xi, . . . , σi =
∑
x1x2 · · ·xi, . . . , σn = x1x2 · · ·xn
sont les fontions symétriques élémentaires de x1, x2, . . . , xn.
Proposition 26. Le polynme P est un élément primitif du orps K(x1, . . . , xn)
H
sur le orps K = K(x1, . . . , xn)
L
et la résolvante R est son polynme minimal sur
le orps K.
Démonstration. Montrons d'abord que R est le polynme minimal de P .
Les oeients de R étant des fontions symétriques des éléments de L.P , ils sont
invariants par L et appartiennent don au orps K. Montrons que R est irrédutible
sur K. Supposons que h soit le fateur unitaire de R et irrédutible sur le orps K
tel que h(P ) = 0. Don h est invariant par l'ation de L sur x1, . . . , xn. D'où, pour
tout σ ∈ L, σ.P est une raine de h ; e qui impose à h d'être un multiple de R.
Par onséquent, R = h et R étant irrédutible sur K, elle est le polynme minimal
de P .
Nous en déduisons la primitivité de P : d'après la proposition 22, le degré de
la résolvante R est e. Don le polynme minimal de P a pour degré le ardinal
de L/H , qui, d'après la orrespondane galoisienne, est le degré de l'extension
K(x1, . . . , xn)
H
du orps K. 
Théorème 27. Posons K = K(x1, . . . , xn)
L
. Soit le sous-groupe normal de L
donné par
J =
⋂
σ∈L
Hσ .
Alors
1. le orps des raines P1, . . . , Pe de la résolvante générique R est
K(P1, . . . , Pe) = K(x1, . . . , xn)
J ;
2. toute représentation symétrique dans Se du groupe L/J est une représentation
symétrique et transitive dans Se du groupe de Galois de R sur K.
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Démonstration. D'après la proposition 26, nous avons
K(P1, . . . , Pe) =
⋃
σ∈L
K(σ.P ) =
⋃
σ∈L
K(x1, . . . , xn)
Hσ = K(x1, . . . , xn)
J .
ar, pour tout σ ∈ L, le polynme σ.P est un Hσ-invariant L-primitif (voir Propo-
sition 22) et R est également la résolvante par σ.P . La représentation est transitive
puisque R est irrédutible sur K. 
Lorsque L = Sn et G est un sous-groupe transitif de Sn, le théorème 27 induit les
résultats suivants :
• si H = Sn alors P ∈ K est un polynme symétrique en x1, . . . , xn, e = 1,
J = Sn ; S1 est le groupe de Galois sur K de la résolvante R = x− P ;
• si H = An alors e = 2, J = An et S2, la représentation symétrique dans
dans Se du groupe Sn/An, est le groupe de Galois sur K de la résolvante
R ; nous avons
K(P1, P2) = K(P1) ;
omme An-invariant Sn-primitif P , nous pouvons prendre le Vandermond
δ =
∏
1≤i<j≤n
(xi − xj) ; d'où R = x
2 − δ2
où δ2 est le disriminant du polynme générique
∏n
i=1(x− xi) ;
• si n = 4 et H = V4 = 〈(1, 4)(2, 3), (1, 2)(3, 4)〉 alors e = 6, J = V4 et
le groupe de Galois sur K de la résolvante R de degré 6 est isomorphe
au groupe S4/V4 d'ordre 6 ; une représentation symétrique dans S6 de e
groupe est le groupe 〈(1, 2)(3, 5)(4, 6), (1, 3)(2, 4)(5, 6)〉 ; on peut prendre
P1 = (x1 − x2)(x3 − x4) et on a :
K(P1, P2, . . . , P6) = K(P1) = K(x1, x2, x3, x4)
V4 ;
• si n = 4 et H = D4 alors e = 3, J = V4 et
K(P1, P2, P3) = K(x1, x2, x3, x4)
V4 = K(Pi, Pj)
pour tout i 6= j ; le groupe de Galois sur K de la résolvante R de degré 3 est
isomorphe au groupe S4/V4 d'ordre 6 ; S3 est une représentation symétrique
de e groupe ; on peut prendre P = x1x3 + x2x4 ;
• dans tous les autres as, J est le groupe identité et Sn est isomorphe au
groupe de Galois sur K de la résolvante R ; nous avons alors
K(P1, P2, . . . , Pe) = K(x1, . . . , xn) .
6. Spéialisation de la résolvante générique
Rappelons que f = (x − α1) · · · (x − αn) est un polynme de k[x] et que α =
(α1, . . . , αn). Nous onservons les notations du paragraphe préédent. En parti-
ulier, H est le sous-groupe de L stabilisant l'invariant P :
StabL(P ) = H .
Nous supposons que G est le groupe de Galois de α sur k.
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La résolvante L-relative de α par P est le polynme d'une variable :
R(x) = R(α, x) =
∏
σ∈L/H
(x− (σ.P )(α1, . . . , αn)) .
Ce polynme est aussi appelé une H-résolvante L-relative de α.
Note Lorsque L = Sn, la résolvante ne dépend pas de la numérotation des raines
de f et elle peut s'appeler la résolvante (absolue) de f par P ou une H-résolvante
(absolue) de f . J.L. Lagrange a introduit la résolvante absolue. An de déterminer
le groupe de Galois par desente dans le graphe d'inlusions des sous-groupes de
Sn, R.P. Stauduhar utilise les résolvantes relatives ave G ⊂ L (voir [16℄) .
En toute généralité, les oeients de la résolvante R appartiennent au orps
k(α)G∩L. Le polynme minimal de P (α) sur e orps est don un fateur de la
résolvante R. La proposition suivante énone un as d'égalité.
Proposition 28. Posons β = P (α) et prenons pour L un sous-groupe de G. La
résolvante R est le polynme minimal de β sur le orps k(α)L (i.e. elle est irré-
dutible sur e orps) si et seulement si β est une raine simple de R. Dans e as,
β est un élément k(α)L-primitif du orps k(α)H .
Démonstration. C'est une reformulation de la proposition 10 ar les deux assertions
sont équivalentes à StabL(β) = H . 
Remarque 29. Dans tout e qui suit, on peut remplaer le orps k par toute
extension de k et G par le groupe de Galois de α sur e orps. Cei vaut, en
partiulier, pour toute extension intermédiaire entre k et k(α).
Hypothèse Forts de la remarque préédente, nous supposons désormais que G est
un sous-groupe de L (i.e. k = k(α)G∩L).
Par le Théorème de Galois, la résolvante R(x) est à oeients dans k puisque eux
de R(x, x) sont invariants par L. En partiulier, si R est une résolvante absolue, ses
oeients sont des fontions symétriques des raines de f ; il existe de nombreuses
méthodes pour les aluler (indépendemment de G) ; ertaines sont évoquées dans
les artiles de la bibliographie. Le leteur y trouvera aussi des méthodes pour
aluler des résolvantes L-relatives.
Théorème 30. ([1℄) Supposons que f soit sans raine multiple et que le orps k
soit inni. Il existe une H-résolvante L-relative de α sur k qui soit sans raine
multiple. Le polynme H-invariant L-primitif assoié à ette résolvante est alors
dit L-séparable pour α.
Démonstration. Toute résolvante L-relative de α par P étant un fateur sur k de la
résolvante de f par P , nous pouvons supposer que L = Sn.
Tout d'abord, montrons le théorème pour le groupe H = In. Soient t1, . . . , tn des
indéterminées et le polynme
Vt = t1x1 + . . .+ tnxn .
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Pour toute permutation σ de Sn distinte de l'identité, nous avons
Vt(ασ(1), . . . , ασ(n)) 6= Vt(α1, . . . , αn) .
Le orps k étant inni, il existe des valeurs t˜1, . . . , t˜n de k telles que
V (ασ(1), . . . , ασ(n)) 6= V (α1, . . . , αn) .
où V = Vt˜1,...,t˜n est un polynme de k[x1, . . . , xn] (il n'existe qu'un nombre ni de
valeurs pour lesquelles il y a égalité). La résolvante R de f par V est don une
In-résolvante de f sans raine multiple.
Soient τ1H, . . . τeH , τ1 = id, les lasses à gauhe de L modulo H . Pour i ∈ [[1, e]],
posons
Ri =
∏
τ∈τiH
(x− τ.V ) .
Les polynmes ri = Ri(α1, . . . , αn) sont des fateurs de la In-résolvante séparable
R : R = r1r2 . . . re. Don si i 6= 1 alors r1(x) 6= ri(x). Le polynme r1 − ri ne
pouvant posséder plus de raines que son degré, il existe une innité de u ∈ k tels
que r1(u) 6= ri(u). Pour u ∈ k bien hoisi, le polynme R1(u) est un H-invariant
Sn-primitif et le polynme
∏e
i=1(x − ri(u)), résolvante de f par R1(u), est sans
raine multiple. 
Note 31. Dans la démonstration préédente, lorsque k est inni, v est l'élément
primitif de k1 = k(α) sur k dont nous avons supposé l'existene au paragraphe 3.
Lorsque k est ni, il sut de prendre un générateur du groupe ni monogène k∗1.
De plus, si H est un sous-groupe de G alors ri est un élément k-primitif du orps
Inv(H) = k(α)H lorsque le orps k est inni. De même, lorsque k est ni, Inv(H)∗
est un groupe ni monogène. Cei onstitue une démonstration du théorème de
l'élément primitif.
Note Il existe des résolvantes génériques qui restent séparables quelques soient les
valeurs distintes en lesquelles elles sont spéialisées. C'est le as de la An-résolvante
x2 − δ2 et de la M5-résolvante dite de Cayley (voir [6℄).
Exemples 32. Les polynmes proviennent de la base de données du logiiel Magma.
1. (suite) Le polynme f = x4 − x3 − 3x2 + x + 1 possède D4 omme groupe de
Galois sur Q et R = x2 − 725 où 725 est le disriminant de f .
2. (suite) Gardons f = x4−x3−3x2+x+1. La résolvante par P est le polynme
R1 = x
6 − 3x5 − 3x4 + 11x3 − 2x2 − 4x+ 1
et elle par Q est le polynme
R2 = x
6 + 3x5 − 2x4 − 8x3 − 2x2 + 3x+ 1 .
3. (suite) Le polynme f = x5−x4−4x3+3x2+3x−1 possède C5 omme groupe
de Galois sur Q. Si C5 est le groupe de Galois de α = (α1, . . . , α5) sur Q, l'idéal M
des α-relations est engendré par les 5 polynmes
x51 − x
4
1 − 4x
3
1 + 3x
2
1 + 3x1 − 1, x2 − x
3
1 + 3x1, x3 + x
2
1 − 2,
x4 − x
4
1 + x
3
1 + 3x
2
1 − 2x1 − 1, x5 + x
4
1 − 4x
2
1 + 2 .
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Ces polynmes résultent de la fatorisation de f sur Q(α1) et sont ordonnés de
telle sorte que C5 soit le groupe de déomposition de M (i.e. C5.M = M). Les
évaluations des oeients de R modulo M donnent :
R = (x+ 2)2 .
7. Groupe de Galois de la résolvante
Le degré des résolvantes R et R est e, l'indie de H dans L. Choisissons un or-
donnanement β1, . . . , βe des raines de R (que nous préiserons ultérieurement) et
posons β = (β1, . . . , βe). Nous pouvons dénir une représentation par permuta-
tions :
Θ : G −→ S{β1,...,βe}
g 7→ Θ(g) : Θ(g).βi = β
g
i .
En eet, pour g ∈ G, d'une part, l'ation βgi est bien dénie et d'autre part β
g
i est
bien une raine de R puisque 'est une raine du polynme minimal de βi sur k qui
est un fateur de R.
Note 33. Le sous-groupe Θ(G) de G n'est pas néessairement simplement isomor-
phe à G. En eet, supposons que g, g′ ∈ G satisfont βgi = β
g′
i et que les βi soient
distints deux-à-deux. Alors g′ ∈ gJ où J est le sous-groupe normal
∩σ∈LH
σ
de L. Le groupe G est m-isomorphe au groupe Θ(G) où m est l'ordre du groupe
N = J ∩G. Le groupe G/N est simplement isomorphe à Θ(G) (Faire le lien ave la
note 11). Dans la littérature anienne, nous retrouvons ette remarque sous diverses
formes (voir, par exemple, [15℄)
Si la résolvante R n'a auune raine double, la représentation symétrique du groupe
Θ(G) :
Θ(G) −→ Se
τ 7→ σ : σ(i) = j si τ.βi = βj
est bien dénie ; nous dénissons ainsi une représentation symétrique de G dans
Se :
Θsym : G −→ Se
g 7→ σg : σg(i) = j si β
g
i = βj .
Convention 34. La représentation symétrique Ψsym(G) de G dans Se est induite
par un ordonnanement des lasses de L/H (voir Convention 14). Nous déidons
que si βj = σ.P (α) alors la j-ième lasse est σH et qu'ainsi βj = Pj(α1, . . . , αn), où
Pj est le j-ième polynme de l'ordonnanement hoisi pour l'orbite L.P .
Théorème 35. Supposons le orps k inni. Si la résolvante R = (x−β1) . . . (x−βe)
est sans raine multiple alors la représentation symétrique Θsym(G) de G dans Se
est le groupe de Galois de β sur k.
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Démonstration. Notons Gβ le groupe de Galois de β sur k. Montrons tout d'abord
que Θsym(G) ⊂ Gβ. Soient y1, . . . , ye des variables. Soit g ∈ G et p(y1, . . . , ye) un
polynme Gβ-invariant Sn-primitif tel que pour tout σ 6∈ Gβ
p(β1, . . . , βe) 6= (σ.p)(β1, . . . , βe) .
Comme k est inni, un tel polynme existe (Voir Théorème 30). Nous avons
p(β1, . . . , βe) ∈ k ar p est invariant par le groupe de Galois de β sur k. Posons
q = p − p(β1, . . . , βe) et Q = q(P1(x1, . . . , xn), . . . , Pe(x1, . . . , xn)). Nous avons
0 = q(β1, . . . , βe) = Q(α1, . . . , αn). Par dénition du groupe de Galois de α sur k,
nous avons (g.Q)(α1, . . . , αn) = 0. Don
0 = (g.Q)(α1, . . . , αn) = Q(ασ(1), . . . , ασ(n))
= q(g.P1(α1, . . . , αn), . . . , g.Pe(α1, . . . , αn))
= q(βg1 , . . . , β
g
e )
= (Θsym(g).q)(β1, . . . , βe) .
Seules les permutations de Gβ dans Se envoient la β-relation q sur une autre β-
relation. Don Θsym(G) est un sous-groupe de Gβ .
Pour montrer l'inlusion inverse, hoisissons un polynme p(y1, . . . , ye) qui soit un
Ie-invariant Se-primitif et tel que pour toute permutation σ ∈ Sn distinte de
l'identité σ.p(β1, . . . , βe) 6= p(β1, . . . , βe). Comme k est inni, un tel polynme
existe (Voir Théorème 30). Comme p(β) est un élément k-primitif de k(β), son
polynme minimal sur k est :
M =
∏
σ∈Gβ
(x− (σ.p)(β1, . . . , βe)) .
C'est, en fait, la résolvante de Galois de la résolvante R. Nous avons don également,
par la théorie de Galois et en posant γ = p(β1, . . . , βe) ∈ k(α1, . . . , αn), :
M =
∏
θ∈{γg|g∈G}
(x− θ) .
En proédant omme dans la première partie de ette démonstration, nous obtenons
que pour tout σ ∈ Gβ il existe g ∈ G tel que
(σ.p)(β1, . . . , βe) = γ
g = (Θsym(g).p)(β1, . . . , βe) .
Comme σ−1 ∈ Gβ, nous pouvons érire :
(σ−1Θsym(g).p)(β1, . . . , βe) = p(β1, . . . , βe) ;
e qui, par le hoix de p, impose que Θsym(g) = σ. D'où Gβ ⊂ Θsym(G) et le
théorème est démontré. 
NoteDans la première partie de la démonstration préédente, il est possible d'utiliser
une variante montrant que le groupe Θsym(G) envoie toute β-relation sur une autre
β-relation. Nous avons hoisi de prendre une relation partiulière possédant les pro-
priétés néessaires et susantes à la desription de l'idéal des β-relations engendré
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par les modules de Cauhy de la résolvante (i.e. des relations symétriques) et par
la β-relation q (voir Note 7).
Note Tout ei est ohérent ar, étant donné γ ∈ k(β1, . . . , βe) ⊂ k(α1, . . . , αn), les
permutations σ ∈ Gβ et g ∈ G de la démonstration préédente satisfont :
γσ = γg
si la représentation du groupe Autk(k(β1, . . . , βe)) dans Se est elle assoiée à β.
Si les raines de R sont distintes deux-à-deux (i.e. R est séparable), l'appliation
h2 : L.P −→ {β1, . . . , βe}
Q 7→ Q(α1, . . . , αn) .
est une bijetion entre les raines de R et elles de R, l'appliation h = h2oh1 est
alors une bijetion de L/H dans {β1, . . . , βe} et
Θ = hΨh−1 .
Les représentation Θ et Ψ étant ainsi équivalentes, les représentations Θsym et Ψsym
de G dans Se sont identiques. On en déduit le théorème suivant qui pré-détermine
le groupe de Galois de R uniquement à partir de G,H et L.
Théorème 36. Si la résolvante R est sans raine multiple alors la représentation
symétrique Ψsym(G) de G dans Se est le groupe de Galois de β sur k ; i.e. 'est le
groupe de Galois de R sur k.
Dans le as où le groupe de Galois de f est inonnu et elui le R l'est partiellement,
e orollaire permet de savoir si G n'est pas identique à ertains sous-groupes de
Sn. En eet, l'ensemble des groupes Ψsym(G
′) où G′ parourt Sn est pré-alulable
(voir Paragraphe 1). Une information partielle du groupe de Galois de R est, par
exemple, elle des groupes de Galois de ses fateurs sur k. C'est à ette information
qu'est onsaré le paragraphe suivant.
8. Groupes de Galois des fateurs de R et détermination de G
Les orbites de Ψ(G) sont en bijetion ave elles de Θ(G). Le groupe G étant
le groupe de Galois de α sur k, l'ensemble des orbites de Θ(G) est en bijetion
ave l'ensemble des fateurs irrédutibles (pas néessairement simples) sur k de la
résolvante R : si R(β) = 0 alors
Θ(G).β 7→
∏
γ∈Θ(G).β
(x− γ) = Minβ,k .
Soit β = (σ.P )(α1, . . . , αn) une raine de la résolvante R, C = σH et g1 = id, . . . , gc
des permutations de G telles que :
- Ψ(G).C = {C = g1C, . . . , gcC}
- si C est la j-ième lasse de L/H (voir Convention 14) alors giC est la j+ i−1-ième
lasse ; 'est-à-dire que βgi = Pj+i−1(α1, . . . , αn).
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Dans e paragraphe et le suivant, nous onsidérerons le polynme
F =
c∏
i=1
(x− βgi)
de k[x]. Ce polynme est une puissane du polynme minimal de β sur k. S'il est
sans raine multiple alors il est irrédutible sur k.
Théorème 37. Supposons que Ψ(G).C soit la s-ième orbite de Ψ(G).
Si le polynme F est sans raine multiple alors :
- le groupe de Galois de (β, βg2, . . . , βgc) sur k est Ψ(G)s, le s-ième élément de la
suite GrL(G,H), et
- le degré c de F est la s-ième part de la partition PL(G,H).
Le groupe Ψ(G)s est don une représentation symétrique dans Sc du groupe de Galois
de F sur k.
Démonstration. Nous avons βgi = (giσ.P )(α1, . . . , αn) pour i = 1, . . . , c. Si F
est sans raine multiple, l'ensemble des raines de F est en bijetion ave l'orbite
Ψ(G).C. La démonstration se termine ave la dénition deGrL(G,H) (voir Notation-
Dénition 15). 
Remarque 38. Soit F un fateur irrédutible simple sur k de degré c de la ré-
solvante R. Alors, en hoisissant β tel que F (β) = 0, les onditions du théorème
sont satisfaites et le groupe de Galois de F sur k est l'un des groupes de degré c de
la suite GrL(G,H) (à un isomorphisme près).
Note Il est intéressant de onstater que si la résolvante est sans raine double, elle
est irrédutible si et seulement si il n'y a qu'une seule orbite pour Ψ(G). C'est-à-dire
lorsque L = GH (voir 3. Proposition 19). Il ne faut pas en être étonné. Lorsqu'on
onsidère l'idéal de Galois déni par α et le groupe H alors le plus grand ensemble
de permutations dénissant aussi et idéal est GH (qui n'est pas néessairement un
groupe).
Le orollaire suivant est utilisé par R.P. Stauduhar dans sa desente des sous-
groupes. Il peut aussi être déduit du théorème 47.
Corollaire 39. Si β = (σ.P )(α) est une raine simple sur k de la résolvante R
alors G est un sous-groupe du onjugué Hσ de H dans L.
Remarque 40. Si G est le groupe de Galois de α sur k alors Gσ
−1
est elui de
σ.α sur k. Pour σ ∈ L, la résolvante L-relative de α par P et elle de σ.α sont
identiques. Don, si G ⊂ Hσ alors Gσ
−1
⊂ H . Il sut d'éhanger α et σ.α pour
que dans le orollaire préédent le groupe de Galois soit inlus dans le groupe H .
Lorsque le groupe H est distingué dans L alors G est un sous-groupe de H . Nous
retrouvons ainsi la propriété bien onnue que le groupe de Galois est pair si son
disriminant est un arré dans k.
Corollaire 41. Si la résolvante R est séparable alors la suite GrL(G,H) est à une
permutation près la liste des groupes de Galois sur k des fateurs irrédutibles de R
sur k et PL(G,H) est elle de leurs degrés.
LA RÉSOLVANTE DE LAGRANGE ET SES APPLICATIONS 21
Théorème 42. ([1℄) Supposons que le orps k soit inni. Il est toujours possible
de déterminer le groupe de Galois G ave des résolvantes.
Démonstration. Car les lignes de la matrie P sont distintes deux-à-deux et qu'il
existe toujours des résolvantes séparables. 
Examinons le as des raines multiples..
Théorème 43. Nous distinguons 2 as de multipliité :
i) Si β est de multipliité exatement m dans F alors m divise c et
F = Fm0
où F0 est irrédutible sur k.
ii) Si β est aussi une raine de R/F alors F 2 divise R ; plus préisément, β est
une raine du fateur F de R/F assoié à une orbite de Ψ(G) distinte de Ψ(G).C
mais de même ardinalité.
Remarque 44. Dans le as ii), le théorème 37 restant valide, e as ne peut se
produire que si le groupe Ψ(G)s apparaît deux fois dans GrL(G,H).
Démonstration. Soient P1 et P2 deux raines distintes de la résolvante générique
R. Si P1(α) = P2(α) alors pour tout g ∈ G g.P1 et g.P2 sont deux raines distintes
de R telles que g.P1(α) = g.P2(α). Supposons que σ.P = P1 (i.e. β = P1(α)).
Montrons i). Si P1 et P2 sont dans la même G-orbite (i.e. G.P1 = G.P2) alors
P1(α) et P2(α) sont deux raines de F de même que g.P1(α) et g.P2(α). Don si
β = P1(α) est de multipliité m dans F alors toute autre raine de F (i.e. g.P1(α),
ave g ∈ G) est aussi de multipliité m.
Montrons ii). Supposons que β soit une raine ommune à F et à R/F . On a
P1(α) = P2(α) ave P1 et P2 dans deux G-orbites distintes. Don toutes les
valeurs des deux G-orbites s'identient deux-à-deux. D'où le résultat. 
Corollaire 45.
i) Si le degré de F est un nombre premier alors F est soit irrédutible sur k soit
une puissane d'un fateur linéaire sur k.
ii) Si GL = L et que e = [L : H ] est premier alors la résolvante R est soit irré-
dutible sur k, soit une puissane une puissane d'un fateur linéaire sur k.
Exemples 46. Nous supposons que f n'a que des raines simples.
1. (suite) La résolvante x2−∆ par A4 est néessairement sans raine multiple ar
le disriminant ∆ de f est non nul. Le disriminant 725 de f se fatorise en 52.29
qui n'est pas un arré dans Q. La résolvante R est irrédutible sur Q. Son groupe
de Galois est néessairement S2. Nous avions GrS4(D4, A4) = S2 qui annonçait e
résultat.
2. (suite) La fatorisation de la résolvante par P est
R1 = (x
2 − x− 1)(x4 − 2x3 − 4x2 + 5x− 1)
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et elle par Q est :
R2 = (x+ 1)
2(x4 + x3 − 5x2 + x+ 1) .
D'après l'exemple 17, GrS4(D4, S2×S2) = S2, D4. Don D4 est le groupe de Galois
sur Q de haun des fateurs de degré 4 de R1 et R2. Le polynme x
2−x− 1 étant
simple, son groupe de Galois S2 était également prévisible. Le fateur (x + 1)
2
de
R2 provient d'une orbite de ardinal 2. C'est le as i) du théorème 43.
3. (suite) La résolvante R = (x+2)2 possède une raine double. Mais nous savons
que haque fateur orrespond à haune des orbites {D5} et {(2, 3, 5, 4)D5} ar le
groupe de Galois est C5. C'est le as ii) du théorème 43.
9. Corps des raines de la résolvante R
Étudions les raines de la résolvante. Nous allons onstater que de spéialiser xi
en αi, pour i = 1, . . . , n, revient à interseter les groupes ave le groupe de Galois
G de f sur k. Nous savons déjà que le orps k(x1, . . . , xn)
Sn
se spéialise en le
orps k = k(α)Sn∩G ar les fontions symétriques des raines de f appartiennent à
k. Plus généralement, omme G ⊂ L, le orps K = K(x1, . . . , xn)
L
se spéialise en
k = k(α)G = k(α)L∩G.
Théorème 47. Si le polynme F est sans raine multiple alors sa raine β =
(σ.P )(α1, . . . , αn) est un élément k-primitif du orps k(α)
G∩Hσ
et F est son polynme
minimal sur k. Par onséquent, le orps k(α)G∩H s'identie à l'ensemble des P (α)
où P parourt K(x1, . . . , xn)
H
.
Démonstration. Soit g ∈ G. Les égalités βσ = β et gσ.P = σ.P sont équivalentes
puisque F est sans raine multiple et que ses raines sont les spéialisations en α
de la G-orbite de σ.P . Comme σ.P est un Hσ-invariant L-primitif et que G est un
sous-groupe de L, βg = β est don équivalent à g ∈ Hσ. Soit U le sous-groupe de
G tel que k(β) = K(α)U . Si K(α)U était stritement inlus dans le orps k(α)G∩H
σ
alors il existerait τ ∈ U tel que τ 6∈ Hσ et βτ = β ; e qui est impossible. D'où
U = Hσ. 
Note En rapprohant les théorèmes 30 et 47, on trouve une méthode pour aluler
un élément k-primitif de tout sous-orps du orps des raines de f .
Corollaire 48. Si G ∩Hσ est le groupe identité et que F est sans raine multiple
alors β est un élément k-primitif du orps k(α) et F est son polynme minimal sur
k.
Corollaire 49. Si le polynme F est sans raine multiple alors son groupe de
Galois sur k est isomorphe au groupe G/G ∩M où
M =
⋂
g∈G
Hgσ .
En partiulier, si G ∩M est le groupe identité alors G est isomorphe au groupe de
Galois de F sur k et le orps des raines de F est identique à elui de f .
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Démonstration. L'ensemble des raines de F est formé des βg où g parourt G.
Nous avons don
k(βg1, βg2, . . . , βgc) =
⋃
g∈G
k(βg)
=
⋃
g∈G
k(α)G∩H
gσ
ar les raines de F sont distintes (voir Théorème 47). Don le orps des raines de
F est identique au orps k(α)G∩M . Par onséquent, le sous-groupe normal G ∩M
de G est le groupe de Galois de k(α) sur le orps des raines de F . 
De la même manière, nous obtenons le orollaire suivant qu'il faut rapproher du
théorème 27 et des notes 11 et 33. Nous le trouvons dans
Corollaire 50. Si la résolvante R est sans raine multiple alors son groupe de
Galois sur k est isomorphe au groupe G/G ∩ J où
J =
⋂
σ∈L
Hσ .
En partiulier, si G ∩ J est le groupe identité alors G est le groupe de Galois de R
sur k et le orps des raines de R est identique à elui de f :
k(α) = k(β)
et le groupe de Galois de f sur k est isomorphe à elui de R sur k.
Dans le orollaire suivant, nous exluons les as dans lesquels N n'est pas le groupe
identité (voir les exemples du paragraphe 10).
Corollaire 51. ([1℄) Supposons que L = Sn. Supposons que H 6∈ {Sn, An} et que,
de plus, si n = 4 alors H 6∈ {D4, V4}. Alors k(α) = k(β).
10. Exemples de résolvantes onnues
Ii, nous retrouvons des résultats lassiques.
1. Supposons que le polynme f est irrédutible et que son degré n est 4. Soit
P = x1x3 + x2x4 un D4-invariant S4-primitif. La résolvante R de degré e = 3 est
onnue sous le nom de résolvante ubique. Supposons que R n'ait pas de raine
double. Nous avons
J = V4 .
Il y a inq possibilités pour le groupe de Galois G :
- G = S4 ; G ∩ J = V4 ;
S4/V4 est d'ordre 6 ; don R est irrédutible sur k de groupe de Galois S3 ;
- G = A4 ; G ∩ J = V4 ;
A4/V4 est d'ordre 3 ; don R est irrédutible sur k de groupe de Galois A3 ;
- G = V4 ; G ∩ J = V4 ;
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V4/V4 est le groupe identité ; don R se fatorise en 3 fateurs linéaires sur k ;
- G = D4 ; G ∩ J = V4 et G ∩H = D4 ;
D4/V4 est d'ordre 2 ; don le groupe de Galois de R est S2 ; omme G/G∩H est le
groupe identité, la raine P (α1, α2, α3, α4) de R appartient à k ; R se fatorise sur
k en un fateur linéaire et un de degré 2 ;
- G = C4 ; G ∩ J = 〈(1, 3)(2, 4)〉 ;
C4/(G ∩ J) est d'ordre 2 ; don R se fatorise sur k en un fateur de degré 2 et un
fateur linéaire de raine P (α1, α2, α3, α4).
2. Soit P ∈ k[x1]. La résolvante de f par P est appelée une résolvante de Thirn-
haus. C'est le polynme de degré e = n :
R =
n∏
i=1
(x− P (αi)) .
Cette résolvante est sans raine multiple si P (αi) 6= P (αj) pour i 6= j. Le groupe
H est le groupe S1 × Sn−1. Le groupe J = ∩σ∈SnH
σ
est le groupe identité. Si la
résolvante est sans raine multiple alors son groupe de Galois est identique à elui
de f . En partiulier, si P = x1 alors R = f et GrL(G,H) est la liste des groupes
de Galois des fateurs irrédutibles de f sur k.
3. Soit V = t1x1 + · · · + tnxn, ti ∈ k distints deux-à-deux, un In-invariant Sn-
primitif. Ii H = In et G ∩ H
σ = In pour tout σ ∈ Sn. La résolvante de f par P
est un polynme de degré n! appelé résolvante de Galois de f . Supposons que F
soit un fateur simple de ette résolvante et que β en soit un raine. Alors, d'après
le théorème 47, β est un élément k-primitif du orps k(α1, . . . , αn) des raines de f .
Le polynme F a pour degré l'ordre du groupe de Galois de f sur k et il s'exprime
ainsi :
F =
∏
g∈G
(x− βg) .
Le groupe de Galois de F sur k est isomorphe à G, le groupe de Galois de α sur
k. Dans la littérature, la résolvante de Galois désigne parfois toute résolvante G-
relative de α par V qui ne possède pas de raine multiple; 'est-à-dire le polynme
F .
4. Si le polynme f est unitaire sans raine multiple, une An-résolvante de f est
le polynme séparable x2 −∆(f), où ∆(f) est le disriminant de f . Le groupe de
Galois G de α sur k est pair si et seulement si le disriminant de f est un arré sur
k (voir Remarque 40).
5. Soit H = M5, le groupe métaylique de degré 5. La résolvante de f par P
est un polynme de degré 6. Si elle est sans raine multiple, le orps des raines
de ette résolvante est identique à elui de f . Supposons que f soit irrédutible
sur k et que la résolvante n'ait pas de raine multiple. Si G = S5, la résolvante
est irrédutible. Si G = A5 alors la résolvante possède un fateur irrédutible de
degré [A5 : A5 ∩M5] = 60/10 = 6 ; don elle est irrédutible. Sinon, pour une
numérotation adéquate des raines de f , le groupe G est l'un des groupes M5, D5
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ou C5 et la résolvante possède un fateur linéaire sur k (et un de degré 5, si on
étudie as par as le degré de l'extension que doit diviser l'ordre du groupe G).
Pour que G soit un groupe résoluble et que f soit résoluble par radiaux il faut et
il sut que G soit un sous-groupe de M5. Le polynme
P = x1x2 + x2x3 + x3x4 + x4x5 + x5x1 − x1x3 + x3x5 + x5x2 + x2x4 + x4x1
est un M5-invariant S5-primitif. La résolvante R de f par P est onnue sous le nom
de résolvante de Cayley (pour son expression, voir [6℄ et [2℄). Cette résolvante est
sans raine multiple si f l'est également. Elle permet don toujours de tester si un
polynme irrédutible de degré 5 est ou non résoluble par radiaux.
Commentaires.
1. Dans les exemples préédents, des résultats du paragraphe 9 sont appliqués pour
déterminer les groupes ou degrés des fateurs de R. La matrie des groupes fournit
les mêmes informations.
2. Pour G = S4 ou G = A4, en déterminant le groupe de Galois d'un polynme
de degré 3, fateur irrédutible de R, nous déterminons elui du polynme f de
degré n = 4. Cette hute du degré est un des avantages que présente la matrie des
groupes fae à elle des partitions. Cette situation n'est pas rare. Elle devient très
avantageuse lorsque le degré n s'élève (voir [18℄ pour le degré 8).
11. Appliations des résolvantes et des matries de groupes
En se restreignant aux résolvantes absolues, il est toujours possible d'identier le
groupe de Galois d'un polynme non néessairement irrédutible. Les aluls des
résolvantes sont réalisés ave des manipulations de fontions symétriques. Le prob-
lème est que les degrés des résolvantes absolues néessaires à disriminer les groupes
s'élèvent rapidement en fontion du degré n du polynme.
Il faut alors pouvoir aluler des résolvantes relatives. R.P. Stauduhar propose de le
faire ave des méthodes numériques. Les résolvantes elles-mêmes orent un moyen
de aluler des résolvantes relatives (voir [3℄ et [19℄) ; une autre méthode est proposée
dans [2℄. Les résolvantes relatives étant des fateurs de résolvantes absolues, le
problème de la roissane des degrés est ainsi ontrlé. Cette méthodologie a pour
avantage de aluler simultanément l'idéal M (i.e. le orps des raines).Toujours
dans l'idée de aluler l'idéal M, dans [14℄ les auteurs travaillent sur les fateurs du
polynme f dans ses extensions k(α1, . . . , αi). Les matries de groupes sont enore
utilisables dans e adre. En partiulier, f étant une résolvante sa fatorisation
donne des informations sur le groupe de Galois G.
Les matries de groupes sont utilisable en sens inverse pour aluler un polynme
de degré c dont le groupe de Galois G apparaît dans GL(G,H) : supposons que f
est donné ave son groupe G ; on alule une H-résolvante L-relative de f dont le
fateur assoié à l'orbite induisant G dans GL(G,H) est sans raine multiple. Ce
fateur est le polynme herhé. Cette méthode proposée dans [18℄ a été appliquée
dans [11℄ ave m = 12. Elle est aussi utilisable pour aluler des polynmes dans
des extensions de k.
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Les matries de partitions orent une aide à la fatorisation dans les extensions.
Comme nous l'avons noté plus haut, le polynme f est une H-résolvante ave H =
S1 × Sn−1. Supposons qu'on herhe à fatoriser un polynme de k[x] dans une
extension k′ de k. Pour tout groupe de Galois possible G de f sur k, on détermine,
en fontion de G, le groupe de Galois G qu'aurait f dans l'extension k′. Par exemple,
pour k′ = k(α1), G =Stab(G, 1). Alors P (G, H) est la liste des degrés possibles des
fateurs irrédutibles de f sur k′. Il est alors possible d'établir une table exluant
des types de fatorisations de f dans k′.
Enn, J.L. Lagrange a introduit les résolvantes pour généraliser la résolution par
radiaux. Il avait également introduit la fameuse résolvante de Vandermond-Lagrange
dont l'invariant est
x1 + ǫx2 + · · ·+ ǫ
n−1xn .
Ses résolvantes ont été utilisées plus de deux sièles plus tard dans la résolution
par radiaux des polynmes résolubles de degré 5 (voir [8℄) et de degré 6 (voir
[12℄). Dans e dernier artile, l'auteur appelle Galois resolvent e qui en fait est
la résolvante de Lagrange. Il utilise la même méthode que dans [2℄ (voir aussi [1℄)
pour déterminer une sous-matrie de la matrie des partitions relative à S6 (i.e. il
alule les ardinaux des orbites).
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